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講義全体の概要

• スーパーコンピュータとアプリケーションの性能 
• アプリケーションの性能最適化1(高並列性能最適化) 
• スレッド並列・スレッド性能最適化概要 
• スレッド並列・スレッド性能最適化詳細(1) 
• スレッド並列・スレッド性能最適化詳細(2)
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今回の講義内容
• 反復法(CPU/GPU) 

• アプリケーション並列度の拡張(CPU/
GPU) 

• 高並列化手法の手順
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スーパーコンピュータを使うため
(1)定式化(物理・数学の世界)

(2)離散化(+-×÷の世界)

(4)プログラミング(コンピュータの世界)

(5)並列化

(6)CPU/GPUチューニング

(3)アルゴリズム(数学の世界)

� 

�ˠɁƍ�
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✦前回の講義でCPU/GPU両方について「並列処理」
を利用しないと性能向上しないことを話しました 

✦「並列処理」できるアルゴリズムを採用すること
が重要とお伝えしました 

✦最初の話題は「並列処理」できるアルゴリズムの
話題です

(CPU/GPU共通)
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２次元偏微分方程式-離散化

左図のような２次元の領域で微分方程式を解くと
する． 
５点差分で差分化すると自分自身の差分点と周
りの4つの差分点の式ができる．

C1,3u1 +C1,4u2 +C1,5u7 =α1

C2,2u1 +C2,3u2 +C2,4u3 +C2,5u8 =α 2

C16,1u10 +C16,2u15 +C16,3u16 +C16,4u17 +C16,5u22 =α16

①の差分点について

②の差分点について

⑯の差分点について
・・・・・・・・・・

・・・・・・・・・・

行列の形 
(疎行列) 
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２次元偏微分方程式-離散化

Cij

離散化 
(+-×÷の世界)
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離散化-離散化と連立一次方程式

左図のような２次元の領域で微分方程式を解くと
する． 
５点差分で差分化すると自分自身の差分点と周
りの4つの差分点の式ができる．

C1,3u1 +C1,4u2 +C1,5u7 =α1

C2,2u1 +C2,3u2 +C2,4u3 +C2,5u8 =α 2

C16,1u10 +C16,2u15 +C16,3u16 +C16,4u17 +C16,5u22 =α16

①の差分点について

②の差分点について

⑯の差分点について

・・・・・・・・・・

・・・・・・・・・・

全部で42点の差分点が存在するので42元の連立方程式となる． 
したがって元の微分方程式は，離散化により以下のような連立一
次方程式を解く事に帰着させる事ができる．

Ax = b
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反復法
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反復法の一般的な議論

左のような連立一次方程式を考える． Ax = b
A = I−B
(I−B)x = b
x = Bx +b

x0,x1,x2,x3
x(m+1) = Bx(m ) + b

limm→∝ x
(m+1) = B limm→∝ x

(m ) + b

・・・①

Aを右のように書き直す．I は単位行列． ・・・②

②を①に代入し整理する．

・・・③

③を満たすベクトルの列：　　　　　　　　　　・・・
を考える． ・・・④

ここで④の両辺の極限を取れば⑤のようになる

・・・⑤

極限ベクトルをxとおけば⑤は⑥の様になる x = Bx +b ・・・⑥

⑥は③と全く同一となる．つまり連立一次方程式：①を解く事は④を
満たすベクトルの列：　　　　　　　　　　・・・　を見つける事に帰着する．x0,x1,x2,x3



2026年4月　計算科学技術特論B Copyright 2026 waveZ, Inc.Copyright 2025 waveZ, Inc.11

各反復法

x(m+1) = Bx(m ) + b④を解くための反復法について説明する ・・・④
Aは正則，Aの対角要素は全て0でない数であると仮定する．

解くべき方程式 Ax = k ・・・⑦

A = D−E− FAを⑧のように変形．DはAの対角成
分のみの行列．EはAの狭義下三角
行列の符号を変えた行列．FはAの狭
義上三角行列の符号を変えた行列．

・・・⑧

⑧を⑦に代入し⑨を得る

Dx = (E+ F)x + k ・・・⑨

⑨を④の反復法にすると⑩を得る． 
この反復法を点ヤコビ法という． 
具体的には⑪の計算法となる． 
注目すべきは(m+1)世代の解を得
るために(m)世代の解しか使用しな
い点である．

x(m+1) = D−1(E+ F)x(m ) +D−1k・・・⑩

aiixi
(m+1) = − aij x j

(m ) + kj
j=1
j≠i

n

∑

xi
(m+1) = −

aij
aii

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
x j
(m ) + ki

aiij=1
j≠i

n

∑
・・・⑪
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各反復法

⑨を⑫のように変形する． (D−E)x = Fx + k

(D−E)x(m+1) = Fx(m ) + k

aiixi
(m+1) = − aij x j

(m+1)

j=1

i−1

∑ − aij x j
(m ) + kj

j=1+1

n

∑

・・・⑫

⑫を④の反復法にすると⑬を得る． 
この反復法を点ガウス・ザイデル法という． 

具体的には⑭の計算法となる． 

・・・⑬

・・・⑭
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点ヤコビ法の参照関係

(例)右図のように, iを定義するのにi-1の値を参
照するコーディングは下図のような参照関係とな
り,リカレンス(回帰参照)が発生していない！

リカレンスがあると, iについて
は依存関係があり並列処理が
できない．

同じ(m+1)世代の別
の点を参照しない．

xi
(m+1) = −

aij
aii

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
x j
(m ) + ki

aiij=1
j≠i

n

∑

A

対角行列

(m)

x

do i=1,n
x(i) = − a(i) * xold(i) + b(i)

　右辺の 現在 の値はすべて既知であるた
め、未来 の値は単純な代入操作によって求め
ることが可能です。そのため、陽解法は1回
あたりの計算を高速に行えるとともに、計算
プログラムの作成が比較的容易であるという
利点を有しています。その反面、計算を安定
に進めるためには、時間間隔 を小さく取らな
ければならず、計算の繰り返し回数が増える
分、計算全体に要する時間は長くなってしま
うという欠点があります。

　一方で、陰解法は未来の状態に基づく方程
式を考えて、解を求める方法です。計算のイ
メージを示すと図6.43のようになります。

図6.43　陰解法の計算イメージ

　これを式の形で表現すると以下のようにな
ります。

　この計算の時点では 未来 の値は未知数で
す。したがって、未知数が複数含まれている
この式をこのまま解くことはできません。そ
れでは、どのようにすれば解けるのでしょう
か。もう少し具体的に見ていきたいと思いま
す。

　例として、図6.44に示すように1次元の領
域を5分割し、左から順に1, 2, 3, 4, 5と番号
をつけて考えます。

図6.44　5分割された1次元領域

業界別：連成解析 (1)
コラム：マンガ (1)

全部見る

株式会社ソフトウェアク
レイドル
約11ヶ月前

5 コメント シェア

株式会社ソフトウェアクレイ…
MESSENGER

株式会社ソフトウェアク

株式会社ソフトウェ…
238 いいね！

このページに「いいね！」 シェア

もっと知りたい！ 熱流体解析の基礎60　第6章 熱流... https://www.cradle.co.jp/media/column/a233

3 / 7 2021/04/09 13:06

(m+1)世代

ループ回転方向

(m)世代
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点ガウス・ザイデル法の参照関係

(例)右図のように, iを定義するのにi-1の値を参
照するコーディングは下図のような参照関係とな
り,リカレンス(回帰参照)が発生している．

リカレンスがあると, iについて
は依存関係があり並列処理が
できない．

　右辺の 現在 の値はすべて既知であるた
め、未来 の値は単純な代入操作によって求め
ることが可能です。そのため、陽解法は1回
あたりの計算を高速に行えるとともに、計算
プログラムの作成が比較的容易であるという
利点を有しています。その反面、計算を安定
に進めるためには、時間間隔 を小さく取らな
ければならず、計算の繰り返し回数が増える
分、計算全体に要する時間は長くなってしま
うという欠点があります。

　一方で、陰解法は未来の状態に基づく方程
式を考えて、解を求める方法です。計算のイ
メージを示すと図6.43のようになります。

図6.43　陰解法の計算イメージ

　これを式の形で表現すると以下のようにな
ります。

　この計算の時点では 未来 の値は未知数で
す。したがって、未知数が複数含まれている
この式をこのまま解くことはできません。そ
れでは、どのようにすれば解けるのでしょう
か。もう少し具体的に見ていきたいと思いま
す。

　例として、図6.44に示すように1次元の領
域を5分割し、左から順に1, 2, 3, 4, 5と番号
をつけて考えます。

図6.44　5分割された1次元領域

業界別：連成解析 (1)
コラム：マンガ (1)

全部見る

株式会社ソフトウェアク
レイドル
約11ヶ月前

5 コメント シェア

株式会社ソフトウェアクレイ…
MESSENGER

株式会社ソフトウェアク

株式会社ソフトウェ…
238 いいね！

このページに「いいね！」 シェア

もっと知りたい！ 熱流体解析の基礎60　第6章 熱流... https://www.cradle.co.jp/media/column/a233

3 / 7 2021/04/09 13:06

(m+1)世代

ループ回転方向

iの下位側の点を参照

(m)世代
iの上位側の点を参照

同じ(m+1)世代の別
の点を参照する． A

帯行列

(m+1)

x

do j=1,i-1
a(ii) * x(i) = − a(ij) * x( j) − xold + k(i)

aiixi
(m+1) = − aij x j

(m+1)

j=1

i−1

∑ − aij x j
(m ) + kj

j=1+1

n

∑ i
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リカレンスがあると．．．(CPUのSIMD)

大昔の計算機 

演算3

演算器

演算器に逐次に入力し逐次実行

演算2

演算1

性能向上 
(1)そのまま実行すると６clock

演算1 演算2

(2)演算を3つのス 
　テージに分割する 

演算i

(3)並列に計算できるようスケジューリング   　 
(4)２個の演算資源を使い並列に実行 
(5)４clockで実行可 

(6)演算を細かく分割し複数の演算資源を 
　　並列に動作し性能アップ

演算[i+1]
演算[i]

リカレンスにより並列スケジューリングができない 
→処理のリカレンスをなくすチューニング 
→演算器を多く使うことが可能となる 
→現代のコンピュータを使う上で必須事項!
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リカレンスがあると．．．(GPUのSIMT)

リカレンスがあるとスレッドを並列で計算することができない 
→処理のリカレンスをなくすチューニング 
→スレッドの並列処理が可能となる 
→現代のコンピュータを使う上で必須事項!

LD発行スレッド0 演算

演算

演算
演算

演算

スレッド1

スレッド2

スレッド3

スレッド4

LD発行
LD発行

LD発行
LD発行

演算
演算

演算

演算

LD発行

LD発行
LD発行

LD発行
LD発行
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反復法のリカレンスの解消

ヤコビ法やガウス・ザイデル法はメッシュの計算順序を変更しても収束する事が数学的
に証明されている． 
ガウス・ザイデル法オリジナルの計算順序は前述のようにリカレンスのために並列化で
きない． 
そこで(b)のハイバープレーン法や(c)のRED-BLACK法を用いループ内のリカレンス
による依存関係をなくす。 
依存関係をなくす事で前回講義のようにハードウェアの並列計算機構を使い高速に
計算可能となる．またコア間の並列化そのものにも使用可能．

(a)オリジナルスイープ (b)ハイパープレーンスイープ (c)RED-BLACKスイープ

計算順序(スイープ順序)
参照関係 斜めのハイパープレーン内は

リカレンスがない． 
ハイバープレーン間のみにリ
カレンスが発生．

黄と青の２つのループに再構
成する． 
それぞれのループ内はリカレ
ンスがない．
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反復法に関する参考書 

「計算機による大型行列の反復解法」 
     
     Ｒ．Ｓ．バーガ／著　渋谷政昭／〔ほか〕訳

https://www.e-hon.ne.jp/bec/SA/Forward?doTyosya=%82q%81D%82r%81D%83o%81%5B%83K%81%5E%92%98%81@%8Fa%92J%90%AD%8F%BA%81%5E%81k%82%D9%82%A9%81l%96%F3&mode=douitsu&button=btnDouitsu
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共役勾配法(CG法)

f (x) = 1
2
(x,Ax)− (b,x)

f (x) = 1
2

aij xix j −
j=1

n

∑
i=1

n

∑ bixi
i=1

n

∑
∂ f (x)
∂xk

= 1
2

aikxi
i=1

n

∑ + 1
2

akjx j
j=1

n

∑ − bk

∂ f (x)
∂xk

= akixi
i=1

n

∑ − bk = 0

①の2次の関数を考える． 
この関数の最小値問題を解くためにf(x)の
微分を取り0とおく． 
②より①の最小値問題を解く事がax=bの解
を得る事と同等であることが分かる． 

上記と同様な事を多次元のベクトルで行う． 
①と同等な関数として③を考える． 
③を成分で標記すると④のようになる．　　　
(Aは実対称行列であるとする) 

④をxで偏微分すると⑤になる． 
行列Aの対称性を使い０とおくことにより⑥
が得られる． 
⑥は連立一次方程式⑦の成分表示である． 

したがって③の最小値問題を解く事が連立
一次方程式⑦を解くこととなる．

f (x) = 1
2
ax2 − bx ・・・①

・・・②

・・・③

・・④

・・⑤

・・・⑥

f '(x) = ax − b = 0

Ax = b ・・・⑦
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共役勾配法(CG法)

③を求めるためのアルゴリズムについては 
例えば 

＜シリーズ新しい応用の数学 17＞ 
「共役勾配法」 戸川隼人著

f (x) = 1
2
(x,Ax)− (b,x) ・・・③
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共役勾配法(CG法)

CG法アルゴリズムの基本形を左図に示す． 
この他に色々なアルゴリズムの派生形がある． 

③式のf(x)が最小値が得られるようにxiの列を求
めて行く． 

ri は残差ベクトルであり互いに直交し一次独立で
あることが証明されている． 

したがって残差ベクトルはN元の連立一次方程式
にはN個しか存在しない． 

CG法を使うとN元の連立一次方程式は高々N回
の反復で収束する． 

またAの固有値が縮重しているか密集していれば
収束が速くなる性質を持つ． 
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前処理付き共役勾配法(CG法)

M = UTU

!x = Ux
AU−1!x = b

U−TAU−1!x = U−Tb = !b
U−TAU−1 = !A

A ≈M
A ≈ UTU

U−TAU−1 ≈ U−T (UTU)U−1 = I

!A = U−TAU−1

!A!x = !b

Aに近い正値対称行列:Mを考えコレスキー分
解する（①式）． 
ここで②のようなxの置き換えを行う． 

これを使ってもとのAx=bを変形する（③④式） 
(Ax=bに②を代入すれば③となる．③にU-Tを
左辺からかければ④になる) 

ここで⑤で置き換えたAの性質をみてみる． 

MはAに近いので⑥を満たす． 
したがって①より⑦を満たす． 

⑤に⑦を適用すると⑧をみたし置き換えたA
の性質は単位行列に近いことが分かる． 

したがって⑨によって置き換えた行列Aの固
有値は1の周りに密集しているものと考えら
れる 

置き換えた行列とベクトルに対する連立一次
方程式：⑩の収束は早いものと期待できる．

・・・①

・・・②

・・・③
・・④

・・⑤
・・・⑥
・・・⑦

・・⑨

・・・⑩

・・・⑧
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前処理付き共役勾配法(CG法)

A ≈ UTU

Aは例えば先例に示した５点差分で得られる疎行列である
とする． 
ここでAのコレスキー分解を考える． 
Aを完全にコレスキー分解すると方程式を解くことになる． 
Aの完全なコレスキー分解を行った行列は密行列となる． 
Aの完全なコレスキー分解のための演算量は大きい． 
そこでAを完全でなく不完全なコレスキー分解を行うこととす
る． 

不完全コレスキー分解とは元の行列:Aが持つ要素のみ出現
するようにコレスキー分解を行う． 
このような不完全コレスキー分解を実施することを前処理と
呼ぶ． 
前処理した行列について共役勾配法を使用して連立一次
方程式を解く方法を前処理付き共役勾配法という．

Ã = U−T AU−1 Ãx̃ = b̃

行列:A

Aの完全コレスキー分解

Aの不完全コレスキー分解
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前処理付き共役勾配法(CG法)

不完全コレスキー分解による前処理CG法アルゴリズムの基本形を下図に示す． 
不完全コレスキー分解は元の行列要素の位置のみを計算する． 
０要素に対するフィルインは計算しない． 
計算は行列ベクトル積・ベクトルスカラ積・ベクトルの和・内積・除算で構成される． 
赤線で示した前処理部分は前進代入・後退代入で計算される．
1.ICCG法のアルゴリズム

ステップ1:　　　 αk = (ri
k •(LLT )−1ri

k )/(Api
k • pi

k )

ステップ2: 　　　 xi
k+ 1 = xi

k +αk pi
k

ステップ3: 　　　 ri
k+ 1 = ri

k − αkApi
k

ステップ4: 　　　 β k = (ri
k+1 •(LLT ) −1ri

k+1 ) /(ri
k•(LLT ) −1ri

k )

ステップ5: 　　　 pi
k+ 1 = (LLT )−1 ri

k+1 + β k pi
k
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前進代入・後退代入処理

(LLT)−1r = x
(LT)−1L−1r = x

(LT)−1y = x

y = L−1r

y1 =
r1

L11

Ly = r
L は下三角行列であるので

L11y1 = r1
L21y1 + L22y2 = r2

L31y1 + L32y2 + L33y3 = r3

⋯ ⋯

とする

以下のように書ける．

y2 =
1

L22
(r2 − L21y1)

y3 =
1

L33
(r3 − L31y1 − L32y2)

⋯ ⋯

と変形する

この式は右のように逐次に	
解くことができる．

(1)これを前進代入処理という

LT は上三角行列である．Lと同様に	

書き下す．前進代入処理と逆方向に
逐次に計算することによりxを求める
ことができる．

(1)これを後退代入処理という

L

LT
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後退代入の例

10

9

7

3

2

X

後退代入

上三角行列

不完全コレスキー分解の前処理は本質的に 
リカレンスが発生する！

後退代入
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不完全コレスキー分解のリカレンスの解消

不完全コレスキー分解の計算順序は前頁のようにリカレンスのために並列化できない． 
またガウス・ザイデル法と同様な参照関係を持つ(下図は前進代入の例)． 
そこで前述の(b)のハイバープレーン法や(c)のRED-BLACK法を用いループ内のリカレ
ンス(依存関係)をなくす手法が使用できる． 
リカレンス(依存関係)をなくす事で前回講義のようにハードウェアの並列計算機構を使
い高速に計算可能となる．またスレッド並列化にも使用可能．

(a)オリジナルスイープ (b)ハイパープレーンスイープ (c)RED-BLACKスイープ

計算順序(スイープ順序)
参照関係 斜めのハイパープレーン内は

リカレンスがない． 
ハイバープレーン間のみにリ
カレンスが発生．

黄と青の２つのループに再構
成する． 
それぞれのループ内はリカレ
ンスがない．
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✦前回の講義でCPU/GPU両方について現在のスー
パーコンピュータは大量の演算器搭載しているこ
とを話した 

✦通常の並列化の方法ではその大量の演算器を使用
できない場合がある 

✦つまり通常のアプリケーションの並列度ではハー
ドウェアの持つ並列度を使いきれない場合がある
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アプリケーション並列度 
の拡張 

(CPU/GPU共通)
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アプリケーション並列度とハードウェア並列度のミスマッチ

波数展開を使う第一原理計算の場合を考える． 

電子のエネルギーバンド並列のみ実装されていると仮定 

原子一個に対し最外核の電子2個と考えるとエネルギーバンドの数
は，おおよそ原子数：N×２となる． 

N=10000ならエネルギーバンド数は20000程度である． 

この場合，最大でも20000並列までしか到達しない． 

CPUシステムでは通信の増大や計算の粒度を考えると数百並列で限
界となる． 

数万のノードを装備するCPUベースのスパコンとアプリケーションの並
列度がミスマッチしている 

GPUシステムでも20000並列では1GPUの並列度を使いきれなくハー
ドウェアとアプリケーションの並列度がミスマッチしている 

波数等その他の分割を組み合わせた並列度の拡大が必要となる．
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RSDFTの並列度拡張の実例
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Ax = b連立1次方程式

Ax = λx固有値方程式

A : 行列
x : 解ベクトル

λ : 固有値(スカラ)

b : 定数ベクトル

A : 行列
x : 固有ベクトル

離散化の結果
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Ax = b連立1次方程式

Ax = λx固有値方程式

A : 行列
x : 解ベクトル

λ : 固有値(スカラ)

b : 定数ベクトル

A : 行列
x : 固有ベクトル

離散化の結果
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RSDFTとは

●ナノスケールでの量子論的諸現象を第一原理に立脚して解明し新機
能を有するナノ物質・構造を予測 

●例えば・・・

Si中原子空孔による準位の電子雲

炭素ナノチューブでのスピン磁性
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漏れ電流が問題

漏れ電流を押さえる
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RSDFTの原理

( )∑=
i

i rn 2|)( ϕr

ハミルトニアン

電子密度

Kohn-Sham方程式

波動関数

φi: 電子軌道（=波動関数）	

 i：電子準位（=エネルギーバンド）	

r：空間離散点（=空間格子）

固有値方程式Hϕi (r) = ε iϕi (r)
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RSDFTの原理

実空間法

固有値方程式Hϕi (r) = ε iϕi (r)

ユニットセル（実際は3次元）

各次元方向をML1,ML2,ML3等分して格子を生成

ML(=ML1×ML2×ML3）次元のエルミート行列の固
有値問題

ML2

Kohn-Sham方程式を3次元格子上に
離散化し解く
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RSDFTの計算フロー

( CG ) 共役勾配法
( GS ) Gram-Schmidt規格直交化

( SD ) 部分対角化
密度とポテンシャルの更新 

Self-Consistent Field  procedure

1

3

2

4

SCF計算
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RSDFTの計算フロー

原子構造の最適化

ポテンシャル計算

部分対角化

Gram-Schmidt直交化

現時点での波動関数で密度を計算

新しい密度で局所ポテンシャルを再計算

SCF収束判定

波動関数の更新 
共役勾配法

波動関数の更新 
最小残差法

原子に働く力Fの計算

原子の位置を少しづらす

原子座標の読み込み 
初期波動関数．初期密度の準備

or

原子構造の収束判定

SCFループ

4～5回の反復

収束

未収束

未収束

収束

END

組み合わせて使うとSCF収束が速くなる 
SCFループの回数で使うルーチンを変更 
変更する回数は入力で与える

scf_mix
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RSDFTの並列化

J.-I. Iwata et al., J. Comp. Phys. (2010) 

Blue : Si atom	
Yellow: electron density

Real space CPU space
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スレッド並列化 
キャッシュの有効利用

RSDFTのCPU単体性能の向上
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RSDFTのCPU単体性能の向上
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オリジナルは行列ベクトル積

GramSchmidt直交化の行列積化
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RSDFTのCPU単体性能の向上

三角部(DGEMV)

四角部(DGEMM)

 

 

 

 

 

 

 

 

• 依存関係のある三角部とない四角部にブロック化して計算	
• 再帰的にブロック化することで四角部を多く確保

※ＳＤも同様に行列積化が可能

ベクトル積を行列積に変換 再帰分割法
GramSchmidt直交化の行列積化
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RSDFTのCPU単体性能の向上

計算コアの最適化	
• 行列積化

スレッド並列の実装

RSDFT
• 実空間差分法	
• 空間並列

ターゲット計算機：PACS-CS, T2K-Tsukuba

ターゲット計算機：PACS-CS, T2K-Tsukuba
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RSDFTの高並列化

計算コアの最適化	
• 行列積化

スレッド並列の実装

超並列向けの実装	
• バンド並列の拡張	

• EIGENライブラリ※の適用

RSDFT
• 実空間差分法	
• ベクトルの内積計算
が基本	

• 空間並列

ターゲット計算機：PACS-CS, T2K-Tsukuba

ターゲット計算機：PACS-CS, T2K-Tsukuba

ターゲット計算機：K computer

※高速固有値ライブラリ	

Imamura el al. SNA+MC2010 (2010)
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RSDFTの高並列化

固有値方程式

Hϕi (r) = ε iϕi (r)

ユニットセル（実際は3次元）

ML2

φi: 電子軌道（=波動関数）	

 i：電子準位（=エネルギーバンド）	

r：空間離散点（=空間格子）
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2018年5月10日　計算科学技術 特論Ｂ　

の対応
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RSDFTの高並列化

固有値方程式

Hϕi (r) = ε iϕi (r)

ユニットセル（実際は3次元）

ML2
i はエネルギーバンド量子数	

i についての依存関係はない	

空間(S)に加えエネルギーバンド(B)

の完全並列を実装	
万を超えるCPUの並列度を確保

φi: 電子軌道（=波動関数）	

 i：電子準位（=エネルギーバンド）	

r：空間離散点（=空間格子）

!30

1 I[`NdP^c>WdUKLIA���A]Q\TS+
,I[`NdP^cA����$-

2 (��&A��

3 ��%�@25F�4?%�OJR.%�
�A��

4 YaVdU@25F��%�A��

5 '�%�@25F�4?%�OJR.%�
�A��

6 bdUJcX_cQA��

�������	�
��

�B=�8;#�H��9F6>@CE	�ZbTM�@���!�A
�)3/F�3�"7GFe+
:GDH
�9F><0;0��Af�@
*7GF> 1Fe

2018年5月10日　計算科学技術 特論Ｂ　

の対応



2026年4月　計算科学技術特論B Copyright 2026 waveZ, Inc.Copyright 2025 waveZ, Inc.47

• 並列軸を増やす事で空間の分割粒度を
増やすことが出来る 

• CPUで10万並列レベルに対応可能	
• 空間並列のみの場合は全プロセッサ間

の大域通信が必要	
• 通信時間の増大を招く	
• ２軸並列への書換で空間に対する大域

通信が一部のプロセッサ間での通信と
できる	

• バンドに対する大域通信も同様	
• 大域通信の効率化が実現可

RSDFTの高並列化

空間

６並列

空間

３×２並列

バンド

空間大域通信

空間大域通信
バンド 

大域通信

並列軸拡張の効果
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• 2011年ゴードン・ベル賞受賞(世界一位) 

• ゴードン・ベル賞：アプリケーションの実際の性能と計算科学の成果
に対してアメリカ計算機学会が授与する賞

RSDFTの高並列化

(113-times and 143-times supercells correspond to the
10,648- and 21,952-atom models, respectively). The com-
puted equilibrium lattice constants for the two supercell
models correspond to the lattice constant, 5.39 Å, of the
primitive unit cell, which agrees with the experimental
result (5.43 Å) within 1%.

Prediction of electronic structures, or correlation
between the electronic structure and a specific atomic
structure, is another important application of DFT. To
investigate this possibility, we applied the present RSDFT
scheme to SiNWs. Si nanowire field-effect transistors
(SiNW FETs) are expected to be boosters in post-scaling
semiconductor technology (http://www.itrs.net/). Clear
scaling of short-channel effects vs. nanowires with fixed
gate lengths has been observed (Bangsaruntip et al.,
2009). Reducing the dimensions of SiNWs has been
shown to improve short-channel control. Furthermore,
SiNW FETs with channel dimensions of 5.0 ! 6.3 nm
have been fabricated (Bangsaruntip et al., 2009). A recent
experiment showed that the optimal dimension of the
cross-section of a SiNW FET is approximately 10 nm
(Chen et al., 2010). At such a small scale, quantum

confinement becomes prominent. The quantum effects,
which depend on the crystallographic directions of the nano-
wire axes and on the cross-sectional shapes of the nanowires,
result in substantial modifications to the energy-band
structures and the transport characteristics of SiNW FETs.
However, knowledge of the effect of the structural mor-
phology on the energy bands of SiNWs is lacking. In addi-
tion, actual nanowires have side-wall roughness. The
effects of such imperfections on the energy bands are
unknown. The advent of reliable first-principles calcula-
tions would provide a firm theoretical framework for the
design of suitable SiNWs of 10,000–100,000 atoms for
FETs. Our RSDFT code enables us to achieve this impor-
tant task using the K computer.

We have performed extensive electronic-structure cal-
culations for [110]- and [100]-SiNWs with various cross-
sectional shapes using RSDFT with local density approxi-
mation (LDA) (Perdew and Zunger, 1981). Figure 14
shows examples of cross-sectional views of the obtained
geometry-optimized [110]-SiNWs. The cross-sectional
dimension is approximately 3–6 nm. The sidewalls of the
wires are terminated by hydrogen atoms, reflecting certain
experimental situations on one hand and focusing on essen-
tial features of the energy bands on the other. Figures 14(b)
and (d) show ellipses that extend along different crystallo-
graphic directions. We call the ellipses that have their long
axes along the [001] and the [1-10] directions the [001]-
ellipses and the [1-10]-ellipses, respectively. Similarly, the
dumbbells shown in Figure 14(c) and (e) are called the
[001]-dumbbells and [1-10]-dumbbells, respectively. Fig-
ure 15 shows the calculated energy bands for each SiNW
shown in Figure 14. In all cases, the conduction band min-
imum is located at the zone center !. The second minimum,
which is higher than the !-point minimum by "Eshift, is
located at some point between ! and the zone boundary.
The "Eshift is a deciding factor in determining the number
of conduction channels and is therefore important when
designing FETs. We have found that the "Eshift of the
[001]-ellipse and dumbbell are smaller than those of the
[1-10]-ellipse and dumbbell, and that the "Eshift of
the [001]-ellipse is smaller than that of the circle. These
results unequivocally show that, with respect to the number

Table 2. Distribution of computational costs for an iteration of the SCF calculation of the modified code.

Procedure block
Execution
time (s)

Computation
time (s)

Communication time (s)
Performance

(PFLOPS/%)Adjacent/grids Global/grids Global/orbitals Wait/orbitals

SCF 2903.10 1993.89 61.73 823.02 12.57 11.89 5.48/51.67
SD 1796.97 1281.44 13.90 497.36 4.27 – 5.32/50.17

MatE/SD 525.33 363.18 13.90 143.98 4.27 – 6.15/57.93
EigenSolve/SD 492.56 240.66 – 251.90 – – 0.01/1.03
RotV/SD 779.08 677.60 – 101.48 – – 8.14/76.70

CG 159.97 43.28 47.83 68.85 0.01 – 0.06/0.60
GS 946.16 669.17 – 256.81 8.29 11.89 6.70/63.10

The test model was a SiNW with 107,292 atoms. The numbers of grids and orbitals were 576 ! 576 ! 180, and 230,400, respectively. The numbers of
parallel tasks in grids and orbitals were 27,648 and three, respectively, using 82,944 compute nodes. Each parallel task had 2160 grids and 76,800 orbitals.

Figure 13. Plot of volume versus total energy for crystalline
silicon of 10,648 (squares) and 21,952 (triangles) atoms.
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Abstract
Silicon nanowires are potentially useful in next-generation field-effect transistors, and it is important to clarify the electron
states of silicon nanowires to know the behavior of new devices. Computer simulations are promising tools for calculating
electron states. Real-space density functional theory (RSDFT) code performs first-principles electronic structure calcula-
tions. To obtain higher performance, we applied various optimization techniques to the code: multi-level parallelization,
load balance management, sub-mesh/torus allocation, and a message-passing interface library tuned for the K computer.
We measured and evaluated the performance of the modified RSDFT code on the K computer. A 5.48 petaflops (PFLOPS)
sustained performance was measured for an iteration of a self-consistent field calculation for a 107,292-atom Si nanowire
simulation using 82,944 compute nodes, which is 51.67% of the K computer’s peak performance of 10.62 PFLOPS. This
scale of simulation enables analysis of the behavior of a silicon nanowire with a diameter of 10–20 nm.

Keywords
K computer, Tofu network, next-generation supercomputer, real-space density functional theory, RSDFT, self-consistent
electron states, silicon nanowire, petaflops, PFLOPS, collective communication

1. Introduction

Computer simulations are essential when clarifying and pre-
dicting the properties of materials that have prospects for
practical applications. In particular, first-principles electronic
structure calculations based on density functional theory
(DFT) have been performed on a variety of materials using
diverse software implementations on parallel computers.

Real-space density functional theory (RSDFT) code
(Iwata et al., 2010) is a simulation technique used to per-
form first-principles electronic structure calculations. ‘Real
space’ means that three-dimensional physical coordinates
are discretized, and the wave functions, electron density,
and potential field are calculated at the resulting discrete
lattice points or grids. One advantage of this method is that
it is suitable for parallel computations. In fact, the Hamilto-
nian matrix of the real-space formulation is sparse, and fast
Fourier transform (FFT), which usually requires global com-
munication traversing all compute nodes of a parallel com-
puter, is unnecessary for Hamiltonian matrix operations.

RSDFT code has been parallelized to run on parallel
computers, like the PACS-CS (http://www.rccp.tsukuba.
ac.jp/PACS-CS/; Boku et al., 2006) and the T2K open

supercomputer (http://www.open-supercomputer.org/; Na-
kashima, 2008), by incorporating matrix–matrix multipli-
cations for Gram-Schmidt orthogonalization with a high
cache-hit ratio and thread parallelization with OpenMP
directives for multicore processors (Iwata et al., 2010; Tsuji
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4.8. 重点課題 7 RSDFTのコデザイン 4. ターゲットアプリケーションのコデザイン

4.8.6 富岳で達成された性能倍率
上述したコデザインの成果を反映して富岳で達成された京に対する性能倍率及び消費電力を表

4.106に示す。

表 4.106: RSDFTの対京性能倍率と消費電力
アプリケーション 性能倍率（注） 消費電力（注）
RSDFT 38 倍 30 MW

（注）ターゲット問題実行時における対京性能倍率：ブーストモードかつエコ無効モードで実行

表 4.107: RSDFTの電力制御各モードでの比較
電力制御各モードにおける性能倍率と電力

上段:性能倍率、下段:システム消費電力平均値および最大値
アプリケーション エコモード　無効 エコモード　有効

ブーストモード 通常モード ブーストモード 通常モード
性能倍率 性能倍率 性能倍率 性能倍率

平均電力 最大電力 平均電力 最大電力 平均電力 最大電力 平均電力 最大電力
RSDFT 38 倍 35 倍 28 倍 25 倍

25 MW 28 MW 22 MW 25 MW 20 MW 20 MW 17 MW 18 MW
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富岳での性能

出典

ターゲット問題

4.1. アプリケーションにおけるコデザインの概要 4. ターゲットアプリケーションのコデザイン

重点課題ターゲットアプリケーションは全て富岳の開発開始以前から開発が進められてきたも
のであるが、各アプリケーションにおいて富岳に向けた適切なコード整備あるいはフレームワー
クの再構成を行う開発作業が行われることになり、富岳が稼働開始する時点で、期待される計算
性能が十分に発揮される状態になることを目指すものである。重点課題ターゲットアプリケーショ
ンのコデザインを通して知見として蓄積される富岳向け推奨プログラム事例等は、一般の計算科
学アプリケーション開発者が参照することができるように、整理して文書化することとした。
重点課題ターゲットアプリケーションにおけるコデザインの実際の進行は、各 アプリケーショ

ン 毎に組織したワーキンググループ (WG)の中で詳細な検討と開発を進めながら、全WGの代表
者が集うアプリケーション検討会において情報共有並びに関連するテーマ毎の議論を行う形式で
進行した。

4.1.4 性能評価用ターゲット問題の設定
富岳上での各ターゲットアプリケーションの性能を評価する基準として定められた具体的な計

算問題の設定はターゲット問題と呼ばれる。ターゲット問題設定を表 4.3 にに示す。

表 4.3: 重点課題ターゲットアプリケーションの問題設定
課題
番号

アプリケーショ
ン

並列処理の
タイプ

ノード数
/ジョブ

問題設定

1 GENESIS 多重処理 1 より効果的で安全な創薬候補物質のスクリーニングのため、タンパク質、
溶媒 (水分子)を含む 10万原子の薬剤候補結合の全原子分子動力学シミュ
レーションを 1ケースにつき 100ns行う。10万ケース実行。

2 Genomon 多重処理 96 がんの解明に向けた全ゲノム解析。リード長 150 塩基対、リード数 14
億。1日あたり 1000検体のスループット実現。

3 GAMERA 大規模単一 158976 都市域の地盤歪の計算に該当する、1兆自由度の非構造格子有限要素モ
デルの非線形地盤地震動解析 (120秒、12万時間ステップ)を実行する。

4 NICAM+
LETKF

多重処理 +
大規模単一

131072 局地的豪雨や竜巻などの高精度な予測を実現するため、多重ケース処理
型計算では、全球 3.5km水平メッシュ1024メンバーのアンサンブル気
象計算と観測データとの同化を３時間毎に行うシミュレーションを 2ヶ
月間分、大規模単一問題型計算では、全球 220m水平メッシュ鉛直 94層
の大気シミュレーションを 72時間分実行する。

5 NTChem 多重処理 17820 化学反応のメカニズムを解明し、エネルギー変換材料の候補物質スクリー
ニングを行うための高精度第一原理電子状態計算の典型的計算例として、
720原子、19680電子軌道のカーボンナノグラフェン分子複合体のエネ
ルギー計算を設定する。20ケース実行。

6 ADVENTURE 多重処理 4096 複雑な形状の構造物の最適な全体設計を実現するため、有限要素法に基
づく構造解析を行う。薄板状領域の非線形応答問題。ソリッド四面体二
次要素分割で計 16.5億自由度。1時間ステップ当たり BDD反復 500回
を 1万時間ステップ実行。100ケース実行。

7 RSDFT 多重処理 10368 複数の異種物質から構成されるナノ界面を解明するため、量子力学的第
一原理計算に基づき、原子数 11万・バンド数 22万・SCF200回の SCF
計算によるシリコンデバイスの構造最適化の計算を行う。24ケース実行
する。

8 FFB 大規模単一 158976 水力機械の内部流れや自動車の空力の乱流計算など、複雑な形状の構造
物まわりの熱発生率、冷却・排気損失、ノッキング、サイクル変動等の
予測の正確な評価を行うため、有限要素法に基づく流体計算を 6700億
要素規模で 10万時間ステップ行う。

9 LQCD 大規模単一 147456 素粒子から宇宙全体にわたる物質創成史を解明するため、クォークを 1924

個の格子上の場としたクォーク伝搬関数を反復解法で計算する。
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高並列化の手順 
(CPUノードを使った評価) 
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システム運用評価

論文作成

結果の解釈

グラスィックス処理

プロダクションRUN

デバッグ
コンパイル

プログラム作成

離散化

定式化

理論構築

問題設定

ハードウェア

開発・実行環境

コンパイラ

10万行以上の
プログラム

プログラム

理論に忠実な分かり 
やすいコーディング

高並列化・高性能化 
コーディング

言語

計算科学　　　　　　　　　計算機科学

• アプリケーションの超
並列性を引き出す 

• チューニングによる高
性能化

現代のプログラミング 
(スパコンを使う場合)
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性能最適化技術の概要

ソースコードの調査

問題点の評価法 問題点の評価法	

測定/評価法

計算・通信カーネルの決定

チューニング

現状認識 

問題点把握 

高並列化
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ソースコードの調査・測定/評価法・ 
計算・通信カーネルの決定

ソースコードの調査

問題点の評価法 問題点の評価法	

高並列化

測定/評価法

計算・通信カーネルの決定

チューニング

現状認識 

問題点把握 
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(1)コードの構造を分析し物理に沿った処理ブロック(計算/通信)に分割 
(2)コードの実行時間の実測 
(3)プログラムソースコードの調査 
(4)処理ブロックの物理的処理内容を把握 
(5)計算ブロック毎の計算特性把握(非並列/完全並列/部分並列、Nに比例/
N**2に比例等) 

(6)通信ブロック毎の通信特性把握 (グローバル通信・隣接通信、隣接面に比
例&隣接通信/体積に比例、等)

mainA

subC

処理1.1

subB

subD

subE

処理1

処理2.1

処理2 
 

通信1

subG

subF 

DOループ

DOループ

処理3

物理的 
処理内容

ブロック1 
　(計算)

ブロック2 
　(計算) 

　(通信)

ブロック3

実行時間 
・スケーラ
ビリティ

演算・通信
特性

演算・通信
見積り

完全並列

部分並列

隣接通信

N**3に比例

Nに比例

隣接面に比例

(1)計算・通信ブロックについて物理的処理内容・コーディングの評価を行い同種の計算・
通信ブロックを評価し異なる種類の計算・通信ブロックをカーネルの候補として洗い出す 

(2)並列特性分析の結果から得た問題規模に対する依存性の情報を元にターゲット問題
実行時に、また高並列実行時にカーネルとなる計算・通信カーネルを洗い出す 

カー 
ネル

○

○

ソースコードの調査

測定/評価法

計算・通信 
カーネルの 
決定
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LM+MSD法における測定区間毎のスケーラビリティ

1.0

10.0

128 256 512 1024
並列数

スケ
ーラ
ビリ
ティ

全体
evolve_WFs_in_subspace
m_ES_Vnonlocal_W
betar_dot_WFs
modified_gram_schmidt
m_XC_cal_potential
m_FFT_WF

処理ブロック1 
処理ブロック２ 
処理ブロック３ 
処理ブロック４ 
処理ブロック５ 
処理ブロック６

測定/評価法 
ブロック毎の実行時間とスケーラビリティ評価(例) 
→従来の評価はサブルーチン毎・関数毎等の評価が多い 
→サブルーチン・関数は色々な場所で呼ばれるため正しい評価ができない
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高並列における問題点の評価法

ソースコードの調査

問題点の評価法 問題点の評価法	

高並列化

測定/評価法

計算・通信カーネルの決定

チューニング

現状認識 

問題点把握 
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ストロングスケールによる評価

全体の問題規模を一定にして測定・評
価する方法． 

ここでは4×4×10が全体の問題規模． 

２ノード分割では１ノードあたりの問題規
模は4×4×5となる． 

20ノード分割では１ノードあたりの問題
規模は2×2×2となる． 

問題を１種類作れば良いので測定は楽
である． 

並列時の挙動は見えにくい． 

１ノード

２ノード

20ノード

評価法
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ウィークスケーリングによる評価

1プロセッサあたりの問題規模を一定にして
測定・評価する方法． 
ここでは4×4×5が1プロセッサあたりの問
題規模． 
２ノード分割では全体の問題規模は
4×4×10となる． 
10ノード分割では全体の問題規模は
8×4×25となる． 
問題を複数作る必要があり測定は煩雑で
ある． 
ただし並列時の挙動が見え易い． 

１ノード

２ノード

10ノード

評価法
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そもそも並列化とは？(3)

並列計算できない部分(1秒) 並列計算できる部分(99秒)

1+0.99=1.99秒

ほぼ50倍

並列計算できない部分(非並
列部)を限りなく小さくする！

100 
プロセッサ

1+0.099=1.099秒

ほぼ91倍

1000 
プロセッサ

必要な並列度を確保する！

大規模並列のウィークスケーリング評価
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大規模並列のウィークスケーリング評価

第 3 章 性能最適化技術の開発

Fig. 3.6: ウィークスケール測定

ある問題をある時間内で解きたいと考えた時、スパコンの数万の並列度を使用する必要が
あったとする。例えば京は、ハードウェアのプロセス並列数の観点では、8万並列以上の
並列数を可能としている。しかし、このハードウェアの持つ 8万並列以上の並列度を使お
うとしても、アプリケーションの並列化の限界から、数千の並列度しか使えない、という
場合が出てくる。これが、アプリケーションとハードウェアの並列度のミスマッチである。
アプリケーションの並列度の限界に近づいてくると、演算時間が著しく小さくなるのに対
し通信時間の割合が増大する状態となり、並列効率の悪化を招く。
2点目は、非並列部の残存である。本節の冒頭に述べたように、演算部分に非並列部が
残っているとアムダールの法則により、並列性能の悪化を招く。ここで、あるアプリケー
ションの逐次実行時の実行時間を Tsであるとし、そのアプリケーションの並列化率を α

であるとすると、アプリケーションの非並列化率は 1− αとなる。このアプリケーション
を並列度 nで実行すると、n並列での実行時間 Tn は、Tn = Ts(

α
n + (1 − α))で表され

る。仮に n = 10000の時に並列化効率 50%を達成するための αを求めると、並列化率 α

は 99.99%を要求されることになる。非並列部の残存を発見しやすいのは、前述した通り
ウィークスケーリング測定による、演算部の実行時間の増大である。
3点目は、大域通信における大きな通信サイズ、通信回数の発生である。通信時間、特
に大域通信は、並列性能に大きな影響を与える。nノード間でm[Byte]の allreduce通信
を実施する例を考える。2分木のアルゴリズムにより allreduce通信を実施し通信性能が
Pt[B/sec]と仮定すると、全ノードが通信を終わりm[Byte]の総和量を取得するための通
信時間 T は、T = m×log 2n

Pt
で計算される。大域通信と隣接通信と比較するために、nノー

ドが隣のランクにm[Byte]の隣接通信を実施する例を考える。通信性能を上記の条件と合
わせると、全ノードがm[Byte]の通信が終了するまでの通信時間 T は、T = m

Pt
で計算さ

れる。大域通信と隣接通信を比較すると、log 2nの係数分だけ大域通信時間の方が大きい
ことがわかる。大域通信は最低限必要な量だけを通信するようにすべきである。nノード
の計算体系で各ノードがm要素のベクトル量を保持している場合に、全ノードで n ×m

要素の総和を計算する例を考える。時々見受けられる例であるが、全ノードでm要素のベ
クトル量を allreduceしその後、各ノード内でm要素の和を計算している場合がある。こ
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非並列部の評価

Tn = Ts
α
n
+Ts (1−α )

T2n = 2Ts
α
2n

+ 2Ts (1−α ) = Ts
α
n
+ 2Ts (1−α )

並列度を上げると，ここが 
どんどん大きくなる
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大規模並列のウィークスケーリング評価

実行 
時間

並列数

 現状使用可能な実行環境を使用し100程度/1000程度/数千程度と段階を追っ
てできるだけ高い並列度で並列性能を確認する(ウィークスケーリング測定). 

 ウィークスケーリングが難しいものもあるが出来るだけ測定したい. 難しい場合
は，演算時間をモデル化して実測とモデルとの一致を評価する.

計算のブロック毎に実施非並列部の評価

演算時間が増大しないか確認．演算時
間が増大すれば非並列部が残っている演算時間
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計算時間

プロセッサ１

通信時間 通信時間

隣接通信

プロセッサ２

プロセッサ３

プロセッサ４

隣接通信

隣接通信

大域通信 
例えば総和計算 
MPI_allreduce 

計算時間のバラつき
=ロードインバランス

MPI並列化に使用する通信
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MPIの概要
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超高並列を目指した場合の評価点 
−ブロック毎に以下を評価する-

 非並列部が残っていないか？残っている場合に問題ないか？ 
 隣接通信時間が超高並列時にどれくらいの割合を占めるか？ 
 大域通信時間が超高並列時にどれくらい増大するか？ 
 ロードインバランスが超高並列時に悪化しないか？

これらの評価が重要

そのために
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ストロングスケールとウィークスケーリング
測定を使う評価

ストロング 
スケール

実行 
時間

ウィークスケール

1プロセッサの問題の大きさをターゲット問題の大きさに合わせる

並列数

 ターゲット問題を決める→どれくらいの問題を解きたいか？そのためにどれく
らいのノード数が必要か？ 

 １プロセッサの問題規模がターゲット問題と同程度で，できればウィークス
ケーリングで実行時間・ロードインバランス・隣接通信時間・大域通信時間を
測定・評価する． 

 難しければ100ノード並列程度までストロングスケールで測定しても良い． 
 その程度の並列度でスケールしていなければ根本的な問題があるので解決する 

 問題なければ並列度を上げてウィークスケーリングで大規模並列の挙動を測
定する．



2026年4月　計算科学技術特論B Copyright 2026 waveZ, Inc.Copyright 2025 waveZ, Inc.66

大規模並列のウィークスケーリング評価

実行 
時間

並列数
隣接通信時間

隣接時間の割合と増大しないか確認. 
通信の処理方法が悪いと隣接通信時間が増大する.

大域通信時間

大域通信時間の割合は一般に増大する. 
通信量・通信回数を確認する事で増大の割合を見極める.

 現状使用可能な実行環境を使用し100程度/1000程度/数千程度と段階を追っ
てできるだけ高い並列度で並列性能を確認する(ウィークスケーリング測定). 

 ウィークスケーリングが難しいものもあるが出来るだけ測定したい. 難しい場合
は，演算時間をモデル化して実測とモデルとの一致を評価する.

計算のブロック毎に実施非並列部の評価

通信時間の評価

演算時間が増大しないか確認．演算時
間が増大すれば非並列部が残っている演算時間
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まとめ
• 反復法(CPU/GPU) 

• 並列化できるアルゴリズムとして反復法について説明しま
した． 

• アプリケーション並列度の拡張(CPU/
GPU) 
• RSDFTを例にアプリケーション並列度拡張の説明をしまし

た． 

• 高並列化手法の手順 
• CPUノードを使用した高並列化手法の手順について説明し

ました
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